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10 проблема Гильберта Квадратичные уравнения Высоты Избежание Системы уравнений В заключение

Десятая проблема Гильберта
Рассмотрим систему m Диофантовых уравнений в n переменных

P1pX1, . . . ,Xnq “ 0
...
PmpX1, . . . ,Xnq “ 0

,

/

.

/

-

(1)

где P1, . . . ,Pm многочлены с целыми коэффициентами.

Вопрос 1

Есть ли у этой системы нетривиальные целые решения?

Вопрос 2

Если да, то как найти такое решение?
Знаменитый результат Матиясевича (1970; базирующийся на преды-
дущих работах Davis, Putnam и Robinson) установил неразреши-
мость Вопроса 1 в общем виде.
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Но что если. . .
Предположим теорему следующего типа:

Если система (1) имеет нетривиальное решение x P Zn, то су-
ществует такое решение с

|x | :“ max
1ďiďn

|xi | ď B, (2)

для некоторой константы B “ BpP1, . . . ,Pmq.

Тогда, чтобы ответить на Вопрос 1, будет достаточно проверить
является ли каждый вектор в конечном множестве

"

x P Zn : max
1ďiďn

|xi | ď B

*

решением нашей системы (1), таким образом сводя Вопрос 1 к
конечному поисковому алгоритму.
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Поисковые границы

Более того, если мы поиском получаем положительный ответ на
Вопрос 1, то конечный поисковый алгоритм также дает ответ на
Вопрос 2.

Таким образом, мы называем константу B , удовлетворяющую
(2) явной поисковой границей (по отношению к норме | |) к
полиномиальной системе P1, . . . ,PM . Тогда Вопросы 1 и 2 могут
быть заменены на -

Вопрос 3

Предположим, что полиномиальная система P1, . . . ,PM имеет
нетривиальное целое решение. Можем ли мы найти явную
поисковую границу?
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Ну так что, можем?

Существование поисковых границ для полиномиальных систем
как (1) в общем виде противоречит теореме Матиясевича, так
что в общем случае поисковые границы существовать не могут.

Более того, J. P. Jones (1980) доказал, что вопрос существова-
ния положительных целых решений неразрешим даже для одно-
го полинома четвертой степени в достаточно большом количе-
стве переменных.

Соотвественно, существование поисковых границ для общих урав-
нений степени ě 4 выглядит маловероятным, и даже про урав-
нения степени 3 не много известно (хотя некоторые результаты
есть). В линейном и квадратичном случаях существуют доста-
точно развитые теории. Мы сконцентрируемся на квадратичном
случае.
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Квадратичные формы: Теорема Касселса
Определим симметричную билинейную форму в 2n переменных,
n ě 2, с целыми коэффициентами

F pX ,Y q “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

fijXiYj ,

а также сопряженную с ней квадратичную форму F pX q “ F pX ,X q.
F называется изотропной над множеством S если она имеет
нетривиальные нули в S .

Теорема 1 (J. W. S. Cassels - 1955)

Если F изотропна над Z, то существует 0 ‰ x P Zn такой что
F pxq “ 0 и

|x | !n |F |
n´1
2 ,

где |F | :“ max1ďi ,jďn |fij | и константа в верхней границе может
быть представлена в явном виде.
Степень n´1

2 в верхней границе оптимальна
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Пример (M. Kneser)
Рассмотрим F pX q “ X 2

1 ´
řn

i“2pXi ´ cXi´1q2 “

p1 ´ c2qX 2
1 ´ p1 ` c2q

n´1
ÿ

i“2

X 2
i ´ X 2

n ` 2c
n

ÿ

i“2

Xi´1Xi ,

где c большое целое; тогда |F | “ 1 ` c2. Если F pxq “ 0 для
какого-то 0 ‰ x P Zn, то

0 ‰ x21 “

n
ÿ

i“2

pxi ´ cxi´1q2 “ y22 ` ¨ ¨ ¨ ` y2n ,

где yi “ xi ´ cxi´1 для каждого 2 ď i ď n. Запишем

xn “ yn ` cyn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` cn´1y2 ` cn´1x1.

Тогда наименьшее возможное значение модуля xn будет

pcn´1 ´ cn´2q|x1| ą
1

2
cn´1 “

1

2
p|F | ´ 1q

n´1
2 .
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Обобщения: над глобальными полями
Аналоги теоремы Касселса над глобальным полем K были по-
лучены в следующих случаях:

‚ В 1975, S. Raghavan, когда K числовое поле
‚ В 1987, A. Prestel, когда K поле рациональных функций

над конечным полем
‚ В 1997, A. Pfister, когда K алгебраическое расширение

поля рациональных функций над конечным полем
‚ А также некоммутативный вариант для эрмитовой формы

на кватернионовой алгебрe над полностью вещественным
числовым полем – в 2010, W.K. Chan, L.F.

В каждом из этих случаев, суп-норма | | заменена соответству-
ющей функцией высоты, измеряющей арифметическую слож-
ность решений. Во всех коммутативных случаях, степень на вы-
соте квадратичной формы F в верхней границе по-прежнему
n´1
2 , как у Касселса.
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Обобщения: больше одного вектора
‚ В 1971, H. Davenport, "маленькая" пара линейно

независимых нулей квадратичной формы в решетке
(обобщено над числовым полем – J. H. H. Chalk, 1980)

‚ В 1983/1985 R. Schulze-Pillot / H. P. Schlickewei,
"маленький" базис решетки состоящий из нулей
квадратичной формы (обобщено над числовым полем – J.
D. Vaaler, 1987; над функциональным полем – H. Loher,
1997)

‚ В 1987, H. P. Schickewei, W. M. Schmidt, полностью
изотропные подпространства малой высоты в
квадратичном пространстве (обобщено над числовым
полем – J. D. Vaaler, 1987; над Q – L. F., 2008; над
функциональным полем – W. K. Chan, L. F., G.
Henshaw, 2014)

‚ В 2007, L. F., разложение Витта малой высоты для
квадратичного пространства над любым глобальным полем
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Неоднородный квадратичный случай

Теперь предположим, что неоднородное квадратичное уравнение
в n ě 3 переменных с целыми коэффицентами

F pX q “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

fijXiXj `

n
ÿ

i“1

fi0Xi ` f00 “ 0

имеет целочисленное решение.

R. Dietmann (2003), продолжая предыдущие работы Siegel (1972)
и Kornhauser (1990), доказал, что в этом случае существует ре-
шение x P Zn с

|x | !n |F |ppnq, (3)

где степень ppnq линейна в n (« 5n ` c).
В случае n “ 2, Kornhauser (1990) доказал, что степень в верх-
ней границе не может быть лучше экпоненциальной.
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Неоднородный случай над Q

Рассмотрим то же неоднородное квадратичное уравнение над Q.
D.W. Masser в 1998 доказал, что если F имеет решение над Q,
то существует такое решение x с

|x | !n |F |
n`1
2 .

Степень n`1
2 в теореме Массера опять же оптимальна (он при-

водит пример, похожий по сути на пример Кнесера).

Метод доказательства основан на введении новой переменной
Xn`1, с помощью которой многочлен F превращается в квадра-
тичную форму:

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

fijXiXj `

n
ÿ

i“1

fi0XiXn`1 ` f00X
2
n`1.
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Неоднородный случай над Q
Теперь можно следовать методу Касселса, но с дополнительным
условием: решение

x “ px1, . . . , xn, xn`1q P Zn`1

должно иметь xn`1 ‰ 0. Так как мы работаем над полем Q,
получаем решение:

F

ˆ

x1
xn`1

, . . . ,
xn
xn`1

˙

“ 0.

Условие xn`1 ‰ 0 значит, что мы ищем решения, не содержа-
щиеся в заданном подпространстве нашего пространства.Этот
подход можно обобщить, сформулировав так называемую зада-
чу избежания: при условии, что квадратичная форма имеет
нетривиальные нули лежащие вне заданной алгебраиче-
ской гиперповерхности, найти такой ноль малой высоты.
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Вопрос распределения

Задачу избежания можно также рассматривать как вопрос рас-
пределения. Как точки малой высоты распределены на квад-
ратичной гиперповерхности? Насколько легко их можно "выре-
зать" полиномами?
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Нормирования

Чтобы представить эту теорию в общем арифметическом кон-
тексте, нам придется ввести дополнительные обозначения.

K “ числовое поле, MpK q “ множество всех нормирований,
∆K “ дискриминант

d “ r1`2r2 “ rK : Qs, где r1 “ количество вещественных вложе-
ний, r2 “ количество пар сопряженных комплексных вложений K

@v P MpK q, dv “ rKv : Qv s, и | ¨ |v продолжает обыкновенное
архимедово или обыкновенное p-адическое нормирование на Q

Формула Произведения:
ś

vPMpKq |a|dvv “ 1, @ 0 ‰ a P K
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Функция высоты
Для n ě 2 определим локальные нормы

|x |v “ max
1ďiďn

|xi |v @ v P MpK q, }x}v “

˜

n
ÿ

i“1

|xi |
2
v

¸1{2

@ v | 8,

где x “ px1, . . . , xnq P Kn.

Функция высоты H : Kn Ñ Rě0 определяется как

Hpxq “

¨

˝

ź

v ∤8
|x |dvv ˆ

ź

v |8

}x}dvv

˛

‚

1{d

.

По формуле произведения, Hpaxq “ Hpxq для каждого 0 ‰ a P

K , так что H проэктивно определена. Кроме того, H абсолютная
высота, т.е. Hpxq не зависит от поля в котором лежат коэффи-
циенты x . Мы также определяем Hp0q “ 0.
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Высота Шмидта на подпространствах
Мы также можем определить высоту на подпространствах Kn

(W. M. Schmidt, 1967). Пусть V Ď Kn это m-мерное подпро-
странство, и пусть x1, . . . , xm это базис для V .

Мы обозначаем ^ обычное внешнее произведение векторов, и
определяем

y :“ x1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ xm P K pn
mq

под стандартным лексикографическим вложением. Определим

HpV q :“ Hpyq.

Это определение не зависит от выбора базиса.
Дуальность: Если A “ pa1 . . . an´mqJ это pn ´ mq ˆ n матрица
над K , такая что

V “ tx P Kn : Ax “ 0u,

то
HpV q “ HpAq :“ Hpa1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ an´mq.
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Еще высоты

Для многочлена F с коэффицентами в K , HpF q это высота век-
тора коэффицентов.

Также определим неоднородную высоту на Kn:

hpxq “ Hp1, xq

для каждого x P Kn.

Следовательно,
Hpxq ď hpxq

для всех x P Kn.
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Свойство конечности множеств

Важное свойство, которому удовлетворяют функции высоты над
числовым полем K , по аналогии с нормой над Z, это конечность:

Теорема Норткотта: Для всех d ,B P Rą0 множество
!

rxs P PpQn
q : degQpxq ď d ,Hpxq ď B

)

конечно.

Более того, высота меряет арифметическую сложность (по ана-
логии со степенью в алгебраической геометрии, которая меряет
геометрическую сложность).
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Свойство конечности множеств

Важное свойство, которому удовлетворяют функции высоты над
числовым полем K , по аналогии с нормой над Z, это конечность:

Теорема Норткотта: Для всех d ,B P Rą0 множество
!

rxs P PpQn
q : degQpxq ď d ,Hpxq ď B

)

конечно.
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Избегаем многообразия: однородный случай

Теорема 2 (Gaudron, Remond - 2017)

Пусть K числовое поле, F не идентично нулевая квадратичная
форма в n переменных над K , V – m-мерное подпространство
Kn, и пусть w ě 1 это размерность максимального полностью
изотропного подпространства квадратичного пространства
pV ,F q. Пусть Z это проэктивное алгебраическое многообразие
степени M, такое что F имеет нетривиальные нули в V zZ.
Тогда существует ноль x P V zZ формы F , такой что

Hpxq !K ,m,M HpF q
m´w`1

2 HpV q2.

Первый результат такого плана, но с несколько более слабой
верхней границей был получен в статье Chan, F., Henshaw
(2014). Там же, мы доказываем аналогичные результаты над
любым глобальным функциональным полем и Q.
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Неоднородный случай над полем

Теорема 3 (Chan, F. - 2019)

Пусть K числовое поле, F не идентично нулевая квадратичная
форма в n переменных над K , V – m-мерное подпространство
Kn, и пусть w ě 0 это размерность максимального полностью
изотропного подпространства квадратичного пространства
pV ,F q. Допустим 0 ‰ t P F pV q и Z алгебраическое
многообразие степени M, которое не содержит в себе все
множество нулей полинома

FtpX1, . . . ,Xnq :“ F pX1, . . . ,Xnq ´ t.

Тогда существует точка z P V zZ, такая что F pzq “ t и

hpzq !K ,n,m,M HpFtq
m´w`2

2 HpV q2.
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Избегаем объединение гиперплоскостей над Z

Теорема 4 (Chan, F. - 2019)

Рассмотрим целочисленую квадратичную форму
F pX1, . . . ,Xnq P ZrX1, . . . ,Xns. Пусть V Ď Qn будет m-мерное
подпространство, 3 ď m ď n, на котором F несингулярна и
изотропна. Предположим, что w ě 1 это размерность
максимального полностью изотропного подпространства V .
Допустим, что W1, . . . ,Wk это гиперплоскости в V . Тогда для
каждого 0 ‰ t P F pV X Znq существует z P pV X Znq z

Ťk
i“1Wi

такой что F pzq “ t и, если w “ 1,

hpzq !m,n,k hpFtq
p1` 2

m´2
qppmq`m`2`m`4

m´2HpV q
p2` 4

m´2
qppmq`5` 8

m´2 ,

а если w ě 2, hpzq !m,n,k hpFtq
2ppmq`m´w`5

2 HpV q2ppmq`3.
Степень ppmq « 5m ` c как в теореме Dietmann.
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Система квадратичных форм

Обобщений теоремы Касселса для общей системы квадратичных
форм над фиксированным числовым полем не известно. Более
того, не очевидно, что такое обобщение возможно.

Редукция Сколема позволяет обратить вопрос о решаемости об-
щей системы Диофантовых уравнений в вопрос о решаемости
(большей) системы линейных и квадратичных уравнений (в боль-
шем количестве переменных). Поэтому существование общей по-
исковой границы для квадратичной системы противоречил бы
теореме Матиясевича.

Впрочем, над Q границы на высоту решений возможны.
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Система квадратичных форм над Q

Теорема 5 (F. - 2015)

Пусть k ě 2 целое число, F1, . . . ,Fk квадратичные формы в n
переменных над Q. Допустим также, что V Ď Qn это ℓ-мерное
подпространство, n ě ℓ ě

kpk`1q

2 ` 1. Тогда существует точка
0 ‰ z P V , такая что Fmpzq “ 0 для всех 1 ď m ď k и

hpzq ď

ˆ

3
ℓ2

2 n
3pℓ`1q

2 HpV q

˙20B2
k {81

˜

k´1
ź

m“1

HpFmq

¸Bk

HpFkq2,

где B2 “ 9 и

Bk “
1

4
ˆ 362

k´2
k

ź

m“3

m2k´m`1

для всех k ě 3.
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Неоднородные полиномы над Q
Теорема 6 (F. - 2015)

Пусть F и G квадратичные полиномы в n ě 4 переменных над
Q, возоможно неоднородные. Пусть m это целое число,
0 ď m ď n ´ 4, и L1, . . . ,Lm это линейные полиномы в n
переменных над Q, тоже возможно неоднородные; случай
m “ 0 просто значит, что линейных полиномов нет.
Предположим, что система уравнений

F pxq “ G pxq “ L1pxq “ ¨ ¨ ¨ “ Lmpxq “ 0

имеет нетривиальное решение над Q. Тогда существует точка
0 ‰ y P Qn, такая что F pyq “ L1pyq “ ¨ ¨ ¨ “ Lmpyq “ 0 и

hpyq ď 8pn ` 1q2m32pn´m`1qpn´mqHpF q
1
2

m
ź

i“1

HpLi q
4.
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Неоднородные полиномы над Q

Theorem 6, continuation

Таке, существует точка 0 ‰ z P Qn, такая что

F pzq “ G pzq “ L1pzq “ ¨ ¨ ¨ “ Lmpzq “ 0

и

hpzq ď Mpm, nqHpF q58HpG q3
m

ź

i“1

HpLi q
180,

где

Mpm, nq “ 18 ˆ 838pn ` 1q90m`8pn ` 1 ´ mq36390pn´m`1qpn´mq.
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Над фиксированным числовым полем

Наш метод также позволяет получить аналог Теорем 5 и 6, где
полученные точки имеют ограниченную степень над заданным
числовым полем. Благодаря свойству Норткотта, это дает поис-
ковую границу для систем квадратичных и линейных уравнений,
как описано выше. С другой стороны, границы на высоту полу-
чаются несколько слабее.
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